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1. GIRIS

Carpan kavramu, ilk olarak harmonik analizde Fourier serilerinin toplanabilirligi konusu
ile baglantili olarak ortaya ¢ikmigtir. A bir Banach cebiri ve T : A — A bir lineer doniisiim

olsun. Eger her a,b € A i¢in, T (ab) = aT (b) ise T doniigiimiine (sag) ¢carpan ad1 verilir.

Daha sonra bu kavram, grup cebirlerinin homomorfizmalarinin arastirilmasi, Banach

cebirlerinin genel teorisi gibi diger harmonik analiz alanlarinda kullanilmustir.

Banach cebir teorisinde carpanlar ilk kez S. Helgason tarafindan 1956 yilinda tanitilmus,

J.K. Wang tarafindan 1961 yilinda detayli olarak ¢caligilmistir.

Sh. Hejazian, M. Mirzavaziri ve M.S. Moslehian, 2005 yilinda kompleks cebirlerde n >
2 tamsayilar1 i¢in n-homomorfizma kavraminm tanitmislar, homomorfizmalar ile baglantisini
arastirmiglardir.  Ayrica n-homomorfizmalar yardimi ile cebirlerde bazi degismelilik

kosullarini ¢alisarak Banach cebirlerde bazi karakterizasyonlarini elde etmiglerdir.

2009 yilinda M.E. Gordji, Banach cebirlerde n-Jordan homomofizma kavramini
tanitmis, degismeli olmayan bir Banach cebirinden degismeli yari-basit Banach cebirlerine

taniml1 her 3-Jordan homomorfizmanin bir 3-homomorfizma oldugunu kanitlamistir.

J. Laali ve M. Fozouni, 2017 yilinda n-homomorfizmalardan yola ¢ikarak bir A
Banach cebirinden bir Banach A-bimodiile n-carpan kavramini tanitmiglar ve bir A Banach
cebiri tizerinde tanimli tiim n-carpanlarin uzayi ile A dan C ye tamimli sifirdan farkli tiim

n-homomorfizmalarin uzay1 arasindaki baglantiy1 aragtirmislardir.

Daha sonra M. Fozouni 2018 yilinda bir A Banach cebirinden bir Banach sol
A-modiile sag n-Jordan ¢arpan kavramini tanitmis ve yaklasik yerel n-Jordan carpimlar ile

karakterizasyonunu elde etmistir.

Bu seminerde, esas olarak A. Zivari-Kazempour’un 2022 yilinda yayinlamis oldugu

“Characterization of n-Jordan multipliers” adl1 calismasi ele alinacaktir.



2. TEMEL BILGILER

Bu kisimda, Banach Cebirleri teorisinde 1yi bilinen bazi temel kavramlar ile diger

kisimlarda gerekli olacak bazi 6zellikler verilecektir.

Tanim 2.1. M bir toplamsal degismeli grup ve R bir halka olsun. - : Rx M — M, (r,x) —r-x

ile tantmlanan dis islem, her r,s € R ve x,y € M icin

i r-(x+y)=r-x+r-y
() (r+s)-x=r-x+s-x

(iii) (rs)-x=r-(s-x)

sartlarini1 sagliyorsa M ye bir sol R-modiil denir. Bu kosullara ek olarak R halkas1 birimli ve

1g, R nin birimi olmak tizere
@(v) 1Ip-x=x
sart1 da saglaniyorsa M ye birimsel sol R-modiil denir.
Eger M hem sag R-modiil hem de sol R-modiil ve her r,s € R ve her x € M i¢in,
r-(x-s)=(r-x)-s
sart1 saglaniyor ise o zaman M ye bir R-bimodiil denir.

Eger [F bir cisim ve M bir birimsel sol veya sag F-modiil ise M ye [ iizerinde bir
vektor uzayt ya da kisaca F-vektor uzayr denir. Burada M nin elemanlarina vektor, F cisminin

elemanlarina da skaler adi verilir.

Tanim 2.2. V bir F-vektor uzayi, n > 1 i¢in A = {v{,v2,...,v,} C V sonlu bir kiime ve

0 # B C V herhangi bir kiime olsun.

(i) Bir {a,00,...,0,} skalerler kiimesi i¢in A daki vektorlerin bir lineer bilesimi (lineer
kombinasyonu) x = 0¢jvi + 0vo + ...+ Quv, = i a;v; € V formunda bir vektordiir.

1) ogpvi+omva+...+ v, =0y = o0 = ;:1 .= oy = 01ise A ya lineer bagimsiz kiime
denir. A kiimesi lineer bagimsiz degilse A ya lineer bagumli kiime denir. A kiimesinin lineer
bagimli olmas1 halinde, vy,v,,...,v, vektorlerinin en az biri digerlerinin lineer bir birlesimi
olarak ifade edilir. Omegin, o vy + vy + ...+ oy, = Oy esitligi, o, # 0 olmak tizere
gercekleniyorsa A kiimesi lineer bagimli olup, v, 1 bu esitlikten bulabiliriz:

n—1 o

Vp = ij\/j > bjz——J,jZI,Z,...,n—l
=1 Ot



(ii1) B kiimesinden alinan her sonlu sayidaki vektoriin tiim lineer bilesimlerinin kiimesine B
kiimesinin lineer gereni (spani, iirettigi altuzay) denir ve SpanB ya da < B > ile gosterilir.

Yanti,
k

SpanB = {x: OC,'I/ti|k€N, o, 00,...,04 € F, ul,uz,...,ukEB}

i=1
dir. SpanB, V nin B kiimesini kapsayan bir altuzayidir. Eger B lineer bagimsiz bir kiime ve

SpanB =V ise o zaman B ye V nin bir taban: denir. B altkiimesinin elemanlarina da V nin
taban vektorleri denir.

(iv) m tane vektor tarafindan iiretilen her V [F-vektor uzayinin bir tabani vardir ve V nin
herhangi bir tabaninda yer alan vektor sayis1 en fazla m tanedir. V nin herhangi iki tabani
ayn1 sayida vektor igerir.

(v) V nin taban vektorlerinin sayisina V nin boyutu denir ve dimp (V) ile gosterilir. dimp (V)
sonlu ise bu durumda V ye sonlu boyutludur denir. Aksi taktirde V ye sonsuz boyutludur

denir.

Tamm 2.3. V ve W iki F-vektor uzayi olsun. V den W ye bir T fonksiyonu, her x,y € V ve
her o € F icin,

T(a-x+y)=0-Tx)+T(y)
kosulunu sagliyorsa T ye lineer doniigiim denir. V den W ya tiim lineer doniisiimlerin kiimesi
L£(V,W) ile gosterilir. Her x € V ve her o € F i¢in (T +S)(x) = T(x) +S(x) ve (0c o T)(x) =
a - T(x) islemleriyle £(V,W), bir F-vektor uzayidir. £(V,V) uzayi, kisaca £(V) seklinde
yazilir. T : V — [ lineer doniisiimiine V lizerinde lineer fonksiyonel denir. Burada [ cismi

ayn1 zamanda bir [F-vektor uzayidir.
Tamm 2.4. K birimli, degismeli bir halka ve A herhangi bir halka olsun. (A,+) bir birimsel
K-modiil ve hera € K, x,y € A i¢in,
a-(xy) = (a-x)y=x(a-y)

esitlikleri saglaniyorsa, o zaman A ya bir K-cebir veya A, K halkas1 iizerinde bir cebirdir
denir.

Eger her x € A icin eqx = xe4 = x olacak sekilde bir 04 # e4 € A varsa e4 ye A cebirinin
birim elemani, A ya da bir birimli cebir denir.

Tanim 2.5. A bir cebir ve B C A bir altuzayi1 olsun. Her a,b € B i¢in ab € B ise B ye A nin bir

altcebiri denir.



Tamim 2.6. A birimli bir cebir ve e4, A nin birimi olsun. a € A olmak iizere eger ab = ba = ey
esitligini saglayan bir b € A eleman varsa a ya tersinir eleman denir. b € A elemanina da a
elemaninin zersi denir ve a~! ile gosterilir. A daki tiim tersinir elemanlarin kiimesi Inv(A) ile
gosterilir.

Iv(A)={acA|a'cA}
dir. Inv(A) kiimesi, A daki ¢arpma islemine gore bir grup olusturur.

Tamim 2.7. A bir cebir ve a € A olsun. Eger a® = a ise a ya A nin idempotent eleman: denir.

Tanim 2.8. X bir F-vektor uzayi ve ||| : X — RTU{0} bir fonksiyon olsun. Eger her x,y € X

ve her A € Figin,

(i) x| =0x=0

(i) [|Ax]| = [A]{lx]]

(i) e+l < [lxfl + Iy

sartlar1 saglaniyorsa ||.|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm denir. Uzerinde bir ||.|| normu

tanimlanmig olan X vektor uzayina normlu uzay adi verilir ve (X, ||.||) ile gosterilir.

Tanim 2.9. (X, |.||) bir normlu uzay olsun. Herhangi x € X ve herhangi r > 0 reel sayis1 i¢in
Br(x) ={yeX | [lx—y[ <r}

kiimesine x merkezli r yaricapli acik yuvar;
Bilx] ={yeX||x—y| <r}

kiimesine x merkezli r yaricapli kapali yuvar denir. Eger r = 1 ve x = 0 ise B;(0) kiimesine

actk birim yuvar ve By |0] kiimesine kapali birim yuvar adi verilir.
Tanim 2.10. (X, ||.||) bir normlu uzay ve A C X olsun.

(i) Her x € A i¢in B¢(x) C A olacak bi¢cimde bir € > 0 sayis1 varsa A kiimesine ag¢ik kiime
denir.

(if) X \ A kiimesi agik ise A kiimesine kapali kiime denir.

(iii) x € X olsun. Her € > 0 i¢in ||x — y|| < € olacak sekilde bir y € A var ise, ya da buna denk
olarak y, — x € X olacak sekilde bir {y,} C A dizisi var ise 0 zaman x e A nin bir kapanig

noktast denir. A nin tiim kapanis noktalarinin kiimesine A kiimesinin kapanisi ad1 verilir ve



A ile gosterilir. A kapalh kiimedir ve A kiimesini kapsayan X in tiim kapal altkiimelerinin
arakesitine esittir. Yani

A=n{K|A CK, K kapali kiime}

dir. Bu nedenle, A, A kiimesini kapsayan en kiiciik kapali kiimedir.
(iv) A kiimesinin kapali olmasi icin gerek ve yeter kosul A = A olmasidir. Buna gore, A
kapalidir & {y,} C A dizisi i¢in y, — x € X oldugunda x € A dir.

(v) A =X ise A kiimesi X uzayinda yogun bir kiimedir denir.
Tamim 2.11. (X, ||.||) normlu uzayinda bir dizi {x,} olsun.

(i) x € X olmak tizere her € > 0 sayisina kargilik her n > ng igin ||x, — x|| < € olacak bi¢imde
bir ny € N varsa {x, } dizisi x € X noktasina yakinsar ya da {x,} dizisi yakinsaktir denir. Bu
durumda nh_r>r°1° X, = x yada x, — x yazilir.

(ii) Her € > 0 sayisina karsilik her m,n > ng igin ||x,, — x,|| < € olacak bigimde bir ny € N

varsa {x, } dizisine bir Cauchy dizisi denir.
Teorem 2.12. (X, ||.||) normlu uzayinda yakinsak her bir {x,} dizisi bir Cauchy dizisidir.

Ispat. {x,}, (X,||.||) de yakinsak bir dizi ve x, — x € X olsun. O halde verilen her € > 0
sayisina karsilik her n,m > N icin ||x, — x| < § ve ||lx,, — x|| < § olacak bicimde bir N € N
sayist vardir. Dolayistyla aynt N dogal sayist icin

€ E
(10— X < |20 — x|| + [ — x[] < E"‘E =¢&

olur. Bu ise {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gésterir.

Not 2.13. Bu teoremin karsiti dogru degildir. Yani her Cauchy dizisi yakinsak degildir.
Ornegin, X = (0,1) kiimesi iizerindeki normun ||| : X — RTU{0}, |}z = |x| (x€X)
fonksiyonu oldugunu kabul edersek (%) dizisi, X normlu uzayinda bir Cauchy dizisidir:

Ve > 0icin n,m > N olmak tizere

I 1

1 1
12 =Xl = [on — x| = | = = —| < =+
n n

N

<=

Z[

1 1
m N
olur. Burada N > % olacak sekilde N € N segilirse ||x, — x| < 1%, < € olup {x,} bir Cauchy
dizisidir; ancak n — o iken ,ll — 0 ¢ (0,1) oldugundan bu dizi X normlu uzayinda yakinsak

degildir.



Tamm 2.14. Bir (X, ||.||) normlu uzay1 tam ise, yani X teki her Cauchy dizisi X in bir

elemanina yakinsiyor ise, X e bir Banach uzay: denir.

Her normlu uzay tam degildir, ancak her normlu uzayin bir tamlanis1 vardir.

Tamim 2.15. (X, ||.||y) ve (¥,].||y) normlu uzaylar ve 7 : X — Y bir lineer doniigiim olsun.
Her x € X i¢in ||T (x)||y = ||x||x sart1 saglaniyorsa T' ye bir izometri denir. Asikar olarak, T
birebirdir. Eger T lineer doniisiimii, X den Y ye Orten bir izometri ise o zaman T ye izometrik

izomorfizma adi verilir.

Teorem 2.16. Her (X, ||.||y) normlu uzaywmn bir tamlanisi vardir. Ustelik X normlu uzayinin
tamlamg izometrileri disinda tektir. Yani eger Y, X in bir tamlanisi olmak iizere Y da X ile

izometrik, yogun bir W altuzayina sahip herhangi bir tam normlu uzay ise Y ile Y izometriktir.

Tamim 2.17. (X, ||.||x) ve (¥, ||.||ly) normlu uzaylar, f : X — Y bir fonksiyon ve belli bir xo € X

noktas verilsin. Eger verilen her € > 0 sayisina karsilik her x € X icin,

lx—xo0llx <& =[[f(x)—f(x)lly <€

olacak bigimde bir 6 > 0 sayist bulunabilirse, f fonksiyonuna xy € X noktasinda siireklidir

denir. Eger f fonksiyonu X in her noktasinda siirekli ise f (X lizerinde) siireklidir denir.

Tanmm 2.18. (X, ||.|ly) ve (¥,].||y) normlu uzaylar ve T : X — Y bir lineer doniisiim olsun.
Eger her x € X icin ||T(x)||, < k.||x||y olacak sekilde pozitif bir k reel sayisi1 varsa T ye

stmirlidir denir.

Bir lineer operatoriin sinirlilign ve siirekliligi arasindaki iligki, asagidaki teorem ile

verilmistir:

Teorem 2.19. X ve Y normlu uzaylar ve T : X — Y bir lineer doniigiim olsun. O halde

asagidakiler denktir:

(i) T svurlidr.
(ii) T diizgiin siireklidir.
(iii) T siireklidir.

(iv) T, bir xg € X noktasinda siireklidir.

Tamim 2.20. X ve Y, ayn1 (F,+,-) (R veya C) cismi iizerinde iki normlu uzay olsun. X den

Y ye biitiin sinirl lineer dontisiimlerin kiimesi ®B(X,Y) ile gosterilecektir. Teorem 2.19 dan
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dolay1 ®B(X,Y) nin elemanlar: siirekli lineer operator adini da alir. S,7 € B(X,Y) olsun.
B(X,Y) kiimesi, her x € X i¢in (T +S) (x) = T (x) + S (x) islemiyle bir degigmeli gruptur ve
her ¢ € I i¢in

o: FxB(X,Y) — BX,)Y)
(c,T) — ceT: X — Y
x— (coT)(x) =c-T(x)

islemi ile B(X,Y) kiimesi, bir F-vektor uzayidir:

B(X,Y) nin elemanlar tizerine bir sinirlilik kisitlamasi getirildiginden, agikar olarak,
B(X,Y) C £(X,Y) dir. Dolayisiyla, B(X,Y) nin bir altuzay oldugunu gostermek yeterlidir.
Bunun igin, her 7,5 € B(X,Y) ve her o skaleri i¢in o7 + S € B(X,Y) oldugunu gorelim:

Oncelikle o + S operatdrii lineerdir, ¢iinkii her x,y € X ve her A skaleri icin,

(aT +8) (Ax+y) =(aT)(Ax+y) +S(Ax+y)
=o(T(Ax+y)) +S(Ax+y)

(A(T(x)+T(y)+2(S(x))+S()

(A (T(x))) +a(T(y)) +A(S(x)) +S(y)

=A (a(T(x)) +S(x)) + a(T(y) +S()

=A( )+

=A(

=

=

)+
(aT)(x) +S(x)) + (aT)(y) +S(»)
(aT +5) (x) + (aT +5) (y)

esitligi saglanir. Simdi aT + S operatoriiniin sinirh oldugunu gosterelim. ||T'|| = c; ve ||S|| =

¢y olsun. O halde
(T +8) (x)|| = [l (T (x)) + S)|| < [ [T )|+ S| < ([eefer +c2) ]|

olup, ¢ = |a|c; + ¢z > 0 segerek || (aT +S) (x)|| < c||x|| elde edilir. Yani, aT + S operatorii
sinirhdir. Sonug olarak, a7 + S € B(X,Y) olur ve boylece B(X,Y) de bir vektor uzayidir.

Ustelik
[ :BX,Y) =R, [|[T[ =sup{ITC) | [|Ix[]| =1}

fonksiyonu, B(X,Y) uzay: iizerinde bir norm tanimlar. ||T|| sayisina, T operatériiniin normu

denir.




Q) IT|=0< sup ||T(x)||=0VxeX,||Tx)||=0VxeX, T(x)=0&T=0
[lx}=1

(3) Va skaleri igin [[(aT) (x)|| = [l (T (x)) || = |ee| | T (x) | olup
SuP, I(aT)(X)] = Sup, [T = lex] Sup, [eall
= laT| =|al[IT]

(4) ||x|| = 1 olacak sekilde her x € X ve her S,T € B(X,Y) igin,

IS+T)) = 11SC) + T )| < [[SC + 1T ()]

< ISl 1T 1l < [ISTF+ 177 (S, T simirli oldugundan)

olup [|S+ T[] = ”S‘l‘lp [(S+T))[| < IS+ ||| dir.
x||=1

Teorem 2.21. Eger X bir normlu uzay ve Y bir Banach uzayt ise o zaman *8(X,Y ) bir Banach

uzayidir.

Tanmmm 2.22. X, [F cismi iizerinde bir normlu uzay olsun. ‘B(X,F) vektor uzaymna X in
dual uzayr denir ve X* ile gosterilir. X* uzaymin elemanlarina X iizerinde bir sinirli lineer

fonksiyonel ad1 verilir.

Sonug 2.23. X* bir Banach uzay:dir.

2.1. Banach Cebirleri

Tamm 2.24. A bir C-cebir ve ||.|| normu ile bir normlu uzay olsun. Her x,y € A i¢in

eyl < [yl

sart1 saglaniyorsa A ya bir normlu cebir denir. Eger (A, ||.||) normlu cebiri ayn1 zamanda bir

Banach uzayi ise A ya bir Banach cebiri denir.

Eger A Banach cebirinde ||e4|| = 1 olacak sekilde bir e4 € A birim elemani varsa, A ya

bir birimli (unital) Banach cebiri denir.

Tanim 2.25. A bir Banach cebiri olsun. Eger B, A nin kapali bir altcebiri ise o zaman B tam
uzay olup (A daki igslemler ve norm ile) bir Banach cebiri belirtir. Bu durumda B ye A nin bir

Banach altcebiri denir.
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Ornek 2.26. R ve C uzaylari, bilinen toplama, ¢arpma islemleri ve alisilmis norm ile birer

birimli, degismeli Banach cebiridir.

Ornek 2.27. X bir Banach uzay: olsun. B(X,X) Banach uzay: iizerinde ¢arpma islemi,
S,T € B (X,X) olmak iizere

(TS)(x):=T(S(x)) (xeX)
seklinde tanimlansin. Her 7,5 € B (X,X) ve her o skaleri igin,
(a(T5)) (x) = a((TS) (x)) = (T (S (x))) = (&T) (S (x)) := ((«T) S) (x)
(T (S)) (x) := T ((@S) (x)) = T (a (S (x))) = (T (S (x))) := & ((TS) (x)) = («(T5)) (x)

esitlikleri saglandigindan B (X, X) bir cebirdir. Ustelik her 7,5 € B (X, X) igin,

TS|l = Sup, (TS) ()] == Sup, 1T (SN < 17| SuP, 1S G
< [Tl Sop [lell = I7°[[1I5]]
x||=

oldugundan 8 (X, X) bir Banach cebiridir.

Onerme 2.28. A birimli bir Banach cebiri ve birimi ey olsun. |lesx —x|| < 1 esitsizligini

saglayan her x € A elemani tersinirdir ve x ' = e + Y. (eq —x)" dir.

n=1
Tamim 2.29. A bir Banach cebiri ve X bir Banach uzay1 olsun. Eger X bir A-bimodiil ve her
acA, xeXigin

la-x[| < Kljal[|lx[| ve [lx-all < K]lx][[lal (2.3)

olacak sekilde bir K > 0 sabiti var ise X e bir Banach A-bimodiil denir. (2.3) deki
esitsizliklerden yalnizca soldaki gegerli oldugu durumda X sol A-modiile bir sol/ Banach
A-modiil; yalmizca sagdaki gecerli oldugunda X sag A-modiile bir sag Banach A-modiil ad1

verilir.

Tanim 2.30. A bir Banach cebiri ve X bir Banach A-bimodiil olsun. a € A, x € X ve f € X*
icin,
o: AxX* — X
(a,f) > aeof: X— C
x— (aof)(x) =f(x-a)

11



v o: X*xXA — X
(fya) +—— fea: X— C
x— (fea)lx) =fla-x)

islemleriyle X* bir sol A-modiil ve bir sag A-modiildiir. Ustelik her a,b € A,x € X, f € X*
icin,
(ae(feb))(x)=(feb)(x-a)=f(b-(x-a))=f((b-x)-a)
= (aef)(b-x) = ((aef)eb)(x)
saglandigindan ae (f eb) = (ae f) e b elde edilir. O halde X* = B(X,C) bir A-bimodiildiir.

||x|| = 1 sartin1 saglayan her x € X ve her a € A, f € X* i¢in,

[(ae YD) = Ilf x-a)ll < 1A [lx-all

olup X bir Banach A-bimodiil oldugundan

lae fll = sup [[(aef)(x)| < KIf]llall

[Ix]=1

olacak sekilde bir K > 0 sabiti vardir. O halde X* bir Banach A-bimodiildiir ve X* uzayina X

in dual modiilii denir.

Eger A Banach cebiri birimli ve X Banach A-bimodiilii birimsel ise, o zaman her x € X,
f€X*igin
(eaof)(x) = f(x-ea) = f(x) = flea x) = (foea)(x)

oldugundan her f € X* icin e ® f = f®e4 = f olur. Boylece X* dual modiilii bir birimsel

Banach A-bimodiil olur.

Tamm 2.31. A bir Banach cebiri olsun. Eger A?> = {ab | a,b € A} kiimesinin lineer gereni A

icinde yogun ise A ya esas (essential) Banach cebiri denir.

Tamim 2.32. A bir Banach cebiri olsun. Eger
A"={a\ampas...ay | a1,az,a3,...,a, € A} = {0}

olacak sekilde bir n > 2 tamsayis1 var ise A ya nilpotent Banach cebiri denir. A" = {0} olacak

sekildeki en kiiciik n € N sayisina A nin indeksi denir ve I(A) ile gosterilir.
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2.2. Cebirsel Tensor Carpim

Tanmm 2.33. XY ve Z birer F-vektor uzay1 olsun. Eger bir ¢ : X x Y — Z fonksiyonu,

Vx,x1,x € X,y,y1,y2 €Y ve o € F icin,

¢ (0x) +x2,y) = ad(x1,y) + ¢ (x2,y)

¢ (x,ay1 +y2) = ad(x,y1) + ¢(x,y2)

sartlar1 saglaniyorsa ¢ ye 2-lineer fonksiyon denir. Eger Z = F ise, ¢ ye 2-lineer fonksiyonel

ad1 verilir. X x Y den Z ye tiim 2-lineer fonksiyonlarin kiimesi BL(X x Y,Z) ile gosterilir.

Tanim 2.34. X ve Y birer F-vektor uzayi olsun. x € X ve y € Y olmak tizere her f € BL(X x
Y,F) i¢in
x@y:BLX xY,F) = F, (x®y)(f)=f(xy)

ile tanimli temel tensorler, BL(X x Y,IF) iizerinde bir lineer fonksiyoneldir.
{x@y|lxeX,yeY}

kiimesinin lineer gerenine X ve Y vektor uzaylarinin cebirsel tensor ¢carpumi denir ve bu kiime
X ®Y ile gosterilir. X ® Y kiimesi, BL(X ® Y, ) nin dual uzayimn bir alt uzayidir. X ® ¥ nin
elemanlar tensorler olarak adlandirilir. Boylece u € X ® Y tensorii, A; € F, x; € X, y; € Y,

n € N olmak tizere
n
u—= Z )u,‘xi X y;
i=1
seklinde temsil edilebilir. Dolayisiyla her bir f € BL(X x Y,F) igin

u(f) = (2 xixl@y,-) (f) =

i=1

Aif (xi, i)

IM-

olur. Buna gore tensor carpimi i¢in asagidaki 6zellikler vardir:

Onerme 2.35. X ve Y birer F-vektir uzayt olsun. x,x1,x € X, y,v1,y2 €Y, ve A € F olmak
iizere, e(x,y) = x®Yy ile tammlanan e : X XY — X ®Y fonksiyonu i¢cin asagidaki ézellikler
saglanir:

(i) (X1+x)Qy=x1Qy+x QY

(ii) x® (y1+y2) =x@y1 +x®y2

(iii) A(x®y)=(Ax)@y=x® (1Y)

(iv) Ox @y =x®0y =0

13



Bu durumda e bir 2-lineer fonksiyondur.

Ispat. Her f: X x Y — [F 2-lineer fonksiyoneli icin

() ((+x2)@y)(f) =fa+x,y)=fx1,y) +f(x2,y) = x1@y)(f) + (2®y)(f)
=1 ®y+x20y)(f)
(i) (x@1+y2))(f) = fxyi+y2) = fly)+fxy2) = x@y1)(f) + (@ @y2)(f)
= (x@y1 +x@y2)(f)
(i)  (Axey)(f)  =Af(xy)=[f(Axy) = (Ax®y)(f) ve
Ax@y)(f)  =Af(xy) =fxAy) = (x@2Ay)(f)
@) (0:@y)(f)  =/f(0xy)=f(0px,y) =0p.f(x,y) = Or = O(f)

saglanir.

. n
Sonug olarak, Onerme’nin (iii) sikkindan, her bir u € X ® Y tensoriintiin u = Y x; ® y;
i=1
seklinde temel tensorlerin toplami olarak temsil edilebilecegi goriiliir.

f:X xY — F bir 2-lineer fonksiyonel olsun. Her bir u € X ® Y tensorii, BL(X x Y,F)

tizerinde bir lineer fonksiyonel olarak goriildiigiinden, her u € X ® Y icin bir
§: XY = F, g(u) =u(f)

fonksiyonu tanimlanabilir. g, X ®Y iizerinde bir lineer fonksiyoneldir. Ustelik,

gx®y) = (x®y)(f) = f(x,y)

n

dir ve buradan g (Z Xi ®y,> = Y f(x,y;) olur. Boylece f 2-lineer fonksiyoneli, e 2-lineer
i=1 i=1

fonksiyonu ile g lineer fonksiyonelinin g o e bileskesine esit olmak durumunda kalir.

Diger taraftan, eger y,X ® Y cebirsel tensor ¢arpimi iizerinde bir lineer fonksiyonel
ise 0 zaman 2-lineer fonksiyon olan ¢ : X XY — X ®Y, e(x,y) = x®y i¢in g = y olarak
tanimlanirsa Y o e fonksiyonu X X Y iizerinde bir f 2-lineer fonksiyonelidir. Boylece X x Y
tizerindeki 2-lineer fonksiyonellerle X ® Y iizerindeki lineer fonksiyoneller arasinda birebir

bir esleme vardir.

Genel durumda, X ® Y cebirsel tensor carpimi ve e 2-lineer fonksiyonu bir evrensellik

ozelligine sahiptir:

14



Teorem 2.36. X ve Y, F cismi iizerinde birer vektor uzayt olsun. Her Z, F-vektor uzayi ve her
f: X XY — Z 2-lineer fonksiyonu icin f = goe olacak sekilde tek bir g : X Y — Z sumurli

lineer doniisiimii vardur.

Teoremdeki ifade diyagram dilinde soyle soylenebilir: “Her Z F-vektor uzay1 ve her

f:X xY — Z 2-lineer fonksiyonu i¢in,

XxyLl -z

| A

X®Y

diyagramini degismeli kilan tek bir g : X ® Y — Z smirh lineer doniisiimii vardir.

Teorem 2.37. Verilen herhangi iki X ve Y vektor uzaymin X ® Y tensor ¢arpimi daima
mevcuttur ve izomorfizma farkiyla tektir. Yani X ve Y vektor uzaylari icin iki tensor ¢carpimi
X®Y ve XQY ise her x € X, y €Y icin e(x,y) = ¢ (é(x,y)) olacak sekilde birebir ve irten
bir ¢ : XRY — X ®Y swmrli lineer doniisiimii vardr.

Onerme 2.38. A ve B ayni F cismi iizerinde birer cebir olsun. A® B tensor carpimi iizerinde

teklikle belirli
(a1 ®by)- (a2 ®@by) = (a1a2 @b1by)  (ay,az € A, by,by € B)

seklindeki - islemi ile A ® B bir cebirdir. Eger A ve B cebirleri degismeli ise A ® B de
degismelidir. Eger e, A nin ve eg_ B nin birim elemanlari ise eq ® ep, A @ B cebirinin birim

elemanlaridrr.
Ispat. a = (a1,b;) € A x B olsun.
¢: AXB —AQB
(a2,b2) +— a1a; ®@b1by
Sfonksiyonu tanmimlansin. @, 2-lineer fonksiyondur: Her a,a3 € A, by,b3 € Bve o € C i¢in,
¢ (oay+az,by) = aj(ax+az)@b1b;
= (a(a1az) +ajaz)@b1by
= (a(ajaz))®@b1by+ajaz @biby
= o(ajay®@biby)+ (ajaz @b1by)
= ag(ax,b)+¢(az,b)
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olur. Benzer sekilde, ¢ (ap,0by +b3) = a@ (az,by) + ¢ (az,b3) olur:

A® B, A ve B cebirlerinin tensor ¢carpimi oldugundan A @ B bir vektor uzayidir ve

T: AXB — AQB
(a,b) — 1(a,b)=a®b

2-lineer fonksiyonu ile birlikte (A ® B, T) ikilisi asagidaki ézellikleri saglar:

“Her F vektor uzayi ve her 2-lineer V : A x B — F fonksiyonu icin V =V o T olacak

sekilde bir tek V : A® B — F lineer doniisiimii vardir.”
Bu durumda F = A ® B vektor uzayi ve 2-lineer ¢ : A X B — A ® B fonksiyonu i¢in ¢ =
WUq o T olacak sekilde bir tek L, : A® B — A ® B lineer doniisiimii vardir. Yani her (ay,b;) €
A X B igin
¢ (a2,b2) = (Ha© ) (az,b2) = pa (7(a2,02))
=ajay @b1by = Uy (a, @by) (ap € A,by € B)

olur. a = (ay,by) € A X B igin,

¢: AxB — L(A®B)
a — ¢la)=Uu, ARB — A®B
ay®@by = Ue(ay®@b) =ajax@biby

ile tamimlanan ¢ fonksiyonu 2-lineerdir. Yani her ay,c; € A, by,cy € Bve her a € C icin,
¢ (aai+ci,b1) = ad(ai,br)+¢(c1,b1)
¢ (a1,abi+c2) = ad(ai,b)+¢(ar,c2)

esitlikleri saglamir. L (A ® B) vektor uzayi ve 2-lineer ¢ : A x B — L (A ® B) fonksiyonu i¢in
¢ = [ o T olacak sekilde bir tek 1L : A® B — L (A ® B) lineer doniisiimii vardir.

Yani her (a,b)) € A X B igin,
Ho = ¢ (a1,a2) = (1o 7)(ar,br) = p(t(ar,br)) = p(a1 ®by)
olur. O halde a = (ay,b)) € A X B igin
:(A®B)x (A®B) — (A®B)
(a1 ®@b1,ay@by)  +— (a1 ®@by) . (aa®@by) :=p(a; @by) (a2 @ b7)

= U4 (az ®b2)
=ajay ®b1by
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bir ikili iglemdir ve . islemi ile A @ B bir cebirdir:

Vo € C,Va; ®by,a, @by € AR B i¢in,

(a(a1®by1)) (a2 ®@by) = (a1 ®@by) (0t (ax Rby))
=a(a1®@by)(aa@by)

= (aa; ®@b;) (ay @b)

= ((aar) az) ® (b1b2)

= (a1 (aaz)) @ (b1b2)

= (a1 ®@b1) (a (a2 @ b2))

&
&

oldugundan A ® B bir cebirdir.

Eger A ve B Banach uzaylar1 ise A ® B tensor carpimlart daima vardir, ancak A ® B bir
Banach uzay1 olmayabilir. Bu durumda A ® B iizerinde bir norm tanimlayip bu norma gore

tamlastirma yapilarak bir Banach uzay1 elde etmek miimkiindiir.

2.3. Banach Uzaylarin Projektif Tensor Carpim

Tanim 2.39. A ve B birer Banach uzay1 olsun. A ® B iizerinde bir ||.|| normu, herx €A,y € B
icin
@yl =[xyl

kosulunu sagliyorsa bu norma ¢apraz norm (cross norm) adi verilir.

Tanmm 2.40. A ve B Banach uzaylari olsun. A ® B iizerinde ||. ||, projektif normu, u € A® B
icin
n n
el = inf ¢ Y Mcilla lyillp =} xi@yi, xi €A, yi € B,n €N
i=1 i=1

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.41. ||.||. projektif normu, A @ B iizerinde bir ¢apraz normdur. Ustelik, A® B

lizerindeki her ||.|| ¢apraz normu igin ||u|| < ||u||, (u € A® B) saglanir.

Tanmm 2.42. A ve B birer Banach uzay1 olsun. A ® B nin ||.||, normuna gore tamlanisina

projektif tensér ¢arpumi denir ve AQB ile gosterilir.
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Onerme 2.43. A ve B Banach uzaylari ve x € AQB olsun. Bu durumda x = Y, a; @ b; ve
i=1

E llai|| [|b:]| < oo olacak sekilde A da bir {a;}:- | ve B de bir {b;};-, dizisi vardir. Ustelik,
i=1

I*llz = inf{Z laill |1Bi]] < oo x =Y a;@bi,ai €A, b € B}
i=1 i=1

dir.

Teorem 2.44. (A, ||.||4) ve (B,||.||g) birer normlu cebir olsun. ||.||;, A® B cebiri iizerindeki

projektif norm olmak iizere (ARB, ||.|| ;) bir Banach cebiridir.

. r
Ispat. a= ) x;®y;, b=
= j

1

S
7j®tj € AR®B elemanlarini alalim. O halde,
=1

A

r N

inz]'®y,-tj
1j=1

1

lablly < ‘

ros
<X X izl it
r i=lj=1

r S
< ZHXI'HA'HyiHB> <Z HZJ'HA-HUHB) < llallz 116l
i=1 j=1

olup istenen elde edilir.

Onerme 2.45. A bir Banach cebiri olsun. AQA projektif tensir carpum,
Ax (ARA) - ARA, r-(a®b) = (ra) @b

ve
(ARA) x A — ARA, (a®b)-r=a® (br)

dis islemleriyle bir Banach A-bimodiildiir.

Ispat. A bir Banach cebiri oldugundan A®A bir Banach uzayidir. Ilk olarak, AQA projektif

tensor carpumimin bir sol A-modiil oldugunu gosterelim:
AX(ARA) = ARA, r-(a®b) = (ra) @b

tamimlansin. Bu carpinun iyi tamimli oldugunu ve bir sol A-modiiliin kosullarint sagladigini
gostermek icin, her r € A igin f, (a,b) = (ra) @b kurali ile bir f, : A x A — ARQA fonksiyonunu
tammlayalim. Her a,ay a», b,b1,by € A igin,

(1) fr(a1+a2,b) = (r(a1+a2)) ®b = (ra1) @b+ (raz) @b = f,(a1,b) + fr (a2,b)

(2) fr(a,bi+by) = (ra)® (b1 +b2) = (ra) ® by + (ra) by = f,(a,b1) + f; (a,b2)
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(3) fr(araz,b) = (r(a1a2)) @b = ((ra1) a) @b = (ra;) ® (azb) = f (a1,a2b)

kosullari gerceklendiginden f, bir 2-lineer fonksiyondur. O halde Teorem 2.36’dan dolay:
g(a®b) = f,(a,b) = (ra) @b olacak sekilde bir g : AQA — ARA lineer doniigiimii bulunur.
Her a®b € ARA icin g(a®b) = (ra) @b dir. Dolaywsiyla r- (a®b) = (ra) @ b ¢carpumi iyi
tamimlidir ve her x,y € AQA icinr- (x+y) =g(x+y) =g (x)+g(y) = r-x+r-ydir. Ayrica
herr,t EAvea®b e ARA icin,

(r+t)-(a®b) = (ra+ta)®b
= (ra)@b+(ta)@b

= r-(a®b)+t-(a®b)

(rt) - (a®@b) = ((rt)a)®@b

= (r(ta))®b

= r-(ta)®b

= r-(t-(a®D))
elde edilir. Dolayisiyla AQA bir sol A-modiildiir. Benzer sekilde - : (ARA) x A — ARA,
(a®Db)-r=a® (br) fonksiyonu ile AQA bir sag A-modiildiir. Her r,s € A ve her a®b € AQA
icin,

r-((a®@b)-s)=r-(a®(bs)) =ra®bs= (ra®b)-s=(r-(a®b))-s

oldugundan AQA bir A-bimodiildiir. Ustelik A bir normlu cebir oldugundan her r € A ve her
a®b € ARA icin,

lr-(a@b)l[z = [|(ra) @bl < [[rall[b] < [ lall ] <llr][{la bl

ve

[(a@b)-rllz =lla@br|, <|al|[br] < llal[|b]{|7]] < [la @bl ]

olur, yani AQA bir Banach A-bimodiildiir.
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3. n- CARPANLAR ve n-JORDAN CARPANLAR

Tanim 3.1. A bir Banach cebiri, X bir A-bimodiil ve 7 : A — X sinirlt bir lineer doniisiim
olsun. Eger her a,b € A i¢in T (ab) = T(a)-bise T ye sol ¢arpan; T (ab) =a-T (D) ise T ye

sag ¢arpan denir. Eger T hem sol hem de sag carpan ise T ye ¢arpan ad1 verilir.

Tamm 3.2. A bir Banach cebiri, X bir A-bimodiil ve 7 : A — X sinirl1 bir lineer doniisiim
olsun. Eger her a € A i¢in T(a?) = T(a) -a ise T ye sol Jordan ¢arpan; T (a*) = a- T (a) ise
T ye sag Jordan ¢arpan denir. Eger T hem sol hem de sag Jordan carpan ise T ye Jordan

carpan adi verilir.

Tanim 3.3. A bir Banach cebiri, X bir A-bimodiil ve 7 : A — X sinirlt bir lineer doniisiim

olsun. Eger her a,b € Aicina-T(b) = T (a) - b sart1 saglantyorsa T ye iki yanli ¢carpan denir.

Not 3.4. Eger T bir carpan ise T bir iki yanli carpandir. Ancak karsit1 genelde dogru degildir:

0 a b
Ornek 3.5. A = 0 O ¢ |:a,b,ceR } Banach cebiri iizerinde bir 7T : A — A
0 0O

doniisiimii

0 a b 0 d e
Ustelikherx= | 0 0 ¢ [,y=]0 0 f | €Aigin
000 | 000
0 a 01[0 d e] 0 0 af
T(x)y=|0 0 c||0 0 f|l=[00 0 |ve
000000 |00 O
0 ab|[0d O] 0 0 af
xT(y)=10 0 ¢ 00 f|=1]00 0 | oldugundan T (x)y = xT(y) dir.
ooojlooo0|] |00 O
00 af 00 0
O halde T iki yanl carpandir. Ancakxy=| 0 0 0 icin T(xy)=1]0 0 0O | olup
00 O 0 00
T (xy) # T (x)y ve T (xy) # xT (y) oldugundan T bir ¢arpan degildir.

Tanim 3.6. A bir Banach cebiri ve X bir A-bimodiil olsun. @ € A alalim. Eger x € X icin

®-x=0(x-o=0)iken x = 0 oluyorsa ® elemanina X in sol (sag) ayrilma noktas1 denir.
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Teorem 3.7. A bir Banach cebiri ve X bir A-bimodiil olsun. Eger @ € A elemani, X
A-bimodiiliiniin bir sol (sag) ayrilma noktasi ve T : A — X iki yanli carpan ise o zaman

T bir sol (sag) carpandr.

Ispat. T iki yanl ¢arpan oldugundan her a,b € A icin a- T (b) = T(a) - b dir. Her x € A icin,
T(ab)=T(x)-(ab) =(T(x)-a)-b=(x-T(a))-b=x-(T(a)-b)
olur. Ozel olarak, ® - T(ab) = ® - (T (a) - b) oldugundan her a,b € A icin
®-(T(ab)—T(a)-b)=0=T(ab)—T(a)-b=0=T(ab) =T(a)-b
olup T bir sol ¢carpandir.

Tamim 3.8. A bir Banach cebiri, X bir Banach sol A-modiil, n > 2 bir tamsay1ve T : A — X

sinirl bir lineer doniisiim olsun. Eger

(i) heray,ay,...,a, € Aicin T(ayay...ay) =a)-T(ay...ay,) ise T ye sag n-carpan,

(ii) hera € Aigin T(a") = a-T(a" ') ise T ye sag n-Jordan ¢carpan denir.
Sol n-¢arpan, sol n-Jordan ¢arpan, n-carpan ve n-Jordan ¢arpan da benzer sekilde tanimlanir.

Sag carpanlar i¢in gecerli olan tiim sonuclar, sol carpanlar i¢cin de benzer ifadelerle
yazilacagindan, bundan sonraki kisimlarda sadece sag versiyonlar: kullanacagiz. Sadelik icin

ise sag onekini kullanmayacagiz.

e Eger T bir n-carpan ise T bir (n+ 1)-¢arpandir:

Ispat. T bir n—carpan olsun. O halde her ay,as, ...,a, € A icin T (aay...a,) & a1T(ay...ap)

saglanmir. a, € A alalim. Bu durumda

€A
T(ajay...anany1) =T | (a1az)as...anans

(n—1)tane )
(n—1)tane
g (alaz)- T(a3 an+1

(n—1)tane

=dayi-|a- T(Cl3 an+1)

& ay-T(apa3...ap+1)
olup T bir (n+ 1)-carpandur.
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A bir Banach cebiri ve X bir Banach sol A-modiil olmak tiizere,

Mul,(A,X)={T |T:A—X n-carpan}

veE

JMul,(A,X)={T |T:A—X n-Jordan¢arpan}

kiimeleri tanimlansin. Mul, (A, X) kiimesi, B (X,Y) vektor uzayinin kapali bir altuzayidr.

e Genel durumda, Mul,(A,X) C Mul, (A, X) dir. Eger A bir esas Banach cebiri ise
Mul,(A,X) = Mul,(A,X) dir (Laali, Fozouni, 2017).

o Mul,(A,X) CJMul,(A,X) oldugu agiktir. JMul,(A,X) C Mul,(A,X) saglanmadigina dair

bir 6rnegi n = 3 icin verelim:

0 a x ¢
" 0 0 by e )
Ornek 3.9. A = 000 a 2 a,b,c,x,y € R » Banach cebiri lizerinde bir 7 : A — A
00 0O
dontistimii
0 a x c 0 ayc
T 0 0 by 100 b x
0 00 a 10 00 a
0 00O 00 0O
0 a x ¢
) ) . e e 0 0 by ..
ile tanimlansin. 7 bir sinirlt lineer doniisiimdiir. Ustelik her u = 000 a € A i¢in,
00 0O
[0 a x ¢ 0 a x ¢ 0 0 ab ay+xa
2= 00 by 0O00by| |0O0O0O ab ve
10 0 0 a 00 0al|] |O00O 0
|00 00 00 00O 00 O 0
[0 0 ab ay+=xa 0 a x c 0 0 0 a*
3 [0 0 0 ab 0O0by| |0O0O0 O olu
“Zloo 0 o0 000al _|000 0 p
|00 0 0 0 0 0O 000 O
0 0 ab ay+xa 0 0 ab ay+xa
00 O ab 00 O ab
2y o 2
Tw)=1100 0 o “loo 0o 0 -
00 O 0 00 O 0
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00 0 a’ 000 a
ve T(u?) = 8 8 8 8 = 8 8 8 8 = u? olur. Bu nedenle T bir 3-Jordan
000 O 000 O

carpandir, ancak 7 bir 3-¢carpan degildir.

e Genel durumda JMul,(A,X) C JMul,11(A,X) dir.

Ornek 3.10. A bir nilpotent Banach cebiri ve I(A) = m olsun. O halde aja;...ay,_1 # 0

olacak sekilde ay,as,...,a,_1 € A vardir. X = AQA alalm. Her a € A icin,
T: A —-X
a —T(a)=aa...am-1®a

tanimlansin. 7 nin bir lineer doniisiim oldugunu gorelim:

e Hera,b € Aigin a = b olsun. Her f € BL(A x A,C) igin,
(aay...am—1®a)(f) = flaiaz...am—1,a)
= flayay...am—1,b) = (ar1ay...ay—1 @b)(f)
oldugundan T (a) =T (b) olup T iyi tanimlidir.
e Hera,b € A ve her o € C igin,

T(axa+b) = (ajaz...am—1)®(0a+b)
= (aqay...am—1)®(aa)+ (ajay...am—1 @b)
= a-(a1ay...ap-1®a)+(a1ay...ay—1 b)

— a-T(a)+T(b)

oldugundan 7 bir lineer doniisiimdiir.

m > n olmak iizere T lineer doniisiimii bir (n+ 1)-Jordan ¢arpandir:
T(d")=aay...am-1®d" =0,
a-T (a"_l) =a (alaz A1 ®a”_1) =aajas...aym 1 0d" =0

olur. Diger taraftan aS’I # 0 olacak sekilde bir ap € A elemani var oldugundan, T(a’g’l) =
alay...am 1 Q agfl #0=uagp- T(agfz) olup T bir n-Jordan carpan degildir. O halde her
(n+ 1)-Jordan ¢arpan bir n-Jordan ¢arpan olmayabilir.

Bu calismada asagidaki sorulara yanit aranmaktadir:
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e A Banach cebirinin ve X Banach sol A-modiiliin hangi kosullar1 saglamasi durumunda
(n+ 1)-Jordan ¢arpan olan bir 7 : A — X sinirh lineer doniisiimii bir n-Jordan carpan

olur?

e n-Jordan ¢arpan olan bir 7" sinirl lineer doniisiimii hangi kosullar altinda bir n-carpandir?
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4. n-JORDAN CARPANLARIN KARAKTERIZASYONU

Lemma 4.1. A bir Banach cebiri, X bir Banach sol A-modiil ve T : A — X bir Jordan ¢arpan

olsun. O halde n > 2 tamsayusi icin T bir n-Jordan ¢carpandir.

Ispat. n iizerinden tiimevarim ile yapalum. n =3 icin T nin bir 3-Jordan carpan oldugunu

gorelim: T bir Jordan ¢carpan oldugundan her a € A icin
T(a*)=a-T(a) (2)
dir. Burada a yerine a+ b yazilirsa, her a,b € A icin

T((a+b)*) = (a+b)-T(a+b)

(
=T(a*+ab+ba+b*)=a-T(a+b)+b-T(a+Db)
=T (a®)+T(ab+ba)+T(b*) =a-T(a)+a-T(b)+b-T(a)+b-T(b)
(

=T(ab+ba)=a-T(b)+b-T(a) 3)
olur. (3) esitliginde b yerine a® yazilirsa, her a € A icin
2T(a) =a-T(a®) +d*-T(a) (4)
bulunur. (2) ve (4) esitliklerinden,

2T(a*)=a-T(a®)+a-(a-T(a))

=2T(a®) =a-T(a®)+a-T(a®) = T(a’)=a-T(a*)
elde edilir. Boylece T bir 3-Jordan ¢carpandir. Her 3 < k < n i¢in
T(d)=a-T(@ ") )
saglansin. (3) de b yerine a* yazilirsa,
T(ad* +d“a) = a-T(d") +d" - T(a)
=T2d ) =a-T(d) +d" - T(a)
=27 (") =a-T(d") +d*-T(a) (6)
bulunur. (5) esitligi kullanilarak
d-T(a) = (a"a)-T(a) =d - T(@*) = (d"2a) - T(d?)

=d" 2. T =...=a-T(d) (7)
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olur. (7) esitliginden,
a-T(ad")+d*-T(a) =2a-T(d)
——
aT (ak)

olur. Bu esitlik, (6) da yerine yazilirsa
2T (a1 = 2a- T (d")

elde edilir.Buradan T (a**') = a- T (d*) olur. O halde T bir (k+1)-Jordan ¢carpandir. Boylece

istenen elde edilir.

Bu Lemmanin karsiti dogru degildir. Yani n > 2 olmak iizere her n-Jordan carpan,
Jordan ¢arpan olmayabilir. n = 3 icin agagidaki 6rnegi verelim:
Ornek 4.2. A Banach cebirini ve T lineer doniisiimiinii ilk ornekte verildigi gibi alalim. Her
0 a b
u=|0 0 c | €AiginT(u®)=uT (4?) dir. Yani T, 3-Jordan garpan olur. Ancak T (u?) #
0 0O
uT (u) oldugundan T bir Jordan carpan degildir.
Teorem 4.3. A bir birimli Banach cebiri, X bir birimsel Banach sol A—modiil ve T : A — X
siirekli bir lineer doniisiim olsun. ab = e olacak sekildeki her a,b € A i¢in T (ab) = a- T (b)

ise T bir n—Jordan ¢arpandir.

Ispat. Keyfi bir a € A alalim. |A| < m olacak sekildeki A € C icin,

lea = (ea = 2Aa) || = llea — ea+Aall = [|Aall = [A ] lla]| < i - [lall <1

oldugundan ey — Aa tersinirdir ve tersi
(eA—),a)_'—eA-l—Z (ea—(ea —Ara))" = Z

:eA_i_Z)Ln n:ZAnan
n=1

n=1
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dir. O halde

T(es) = T ((ea—2a)(ea—Aa)ea)
= (eA—/'La)'T((eA_la)ileA)

= (eA la (Z l"a"eA>

n=0

= ey T (loaOeA + Z l”a"eA> —Aa-T (Z l"a"eA>

n= n=0

a"eA> —Aa-T (Z l"a"eA)
n=0

= T(epr-ea)+T (Z l"a"eA> —Aa-T (Z l"a"eA)

n=1 n=0

HMS L

= eaT(ea)+es- T(

= T(ea)+ Y A'T(d"ep)—Aa- Y A'T(d"ey)
n=1 n=0

dir. Buradan |A| < ”‘ll—H olacak sekildeki her A € C igin,

[ [

Y A'T(a") = Y A" a-T(a")

= i AT (a") — i A"a-T(a"') =0
n=1

0

ﬁzm ) —a-T(@ "] =0
olup her n € Nicin T(a") = a-T(a"~ ') dir. Boylece T bir n— Jordan ¢carpandir.

Sonuc 4.4. A birimli bir Banach cebiri, X birimsel bir Banach sol A-modiil ve T : A — X
siirekli bir lineer doniigiim olsun. Eger a € Inv(A) ve T(aa™') = a-T(a™') ise T bir n-Jordan

carpandir.

Ispat. a € Inv(A) ve T(aa™') = a-T(a™ ") olsun.a € Inv(A) oldugundan aa™" = ey = a~'a

dir ve
T(eq) = T(aail) = a~T(a*1)

dir. Bir onceki teoremden, T nin n-Jordan ¢arpan oldugu goriiliir.

Teorem 4.5. A birimli bir Banach cebiri, X birimsel bir Banach sol A-modiil ve T : A — X
stirekli bir lineer doniigiim olsun. p € A bir idempotent eleman olmak iizere ab = p sartini
saglayan her a,b € A icin T (ab) = a-T(b) ise o zaman T, pAp Banach cebiri iizerinde bir

n-Jordan ¢arpandir.
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Ispat. p € A bir idempotent eleman olsun. pAp = {pxp | x € A} kiimesinin, A mn birimli

kapali bir altcebiri oldugunu ve biriminin p oldugunu gosterelim:

Her pxp, pyp € pAp ve her o € C i¢in,

a-(pxp)+pyp = (a-p)xp+pyp = p(o-(xp))+ pyp
=p(a-x)p+pyp=p(o-x+y)p € pAp
ve
(pxp)(pyp) = pxp*yp € pAp

oldugundan pAp, A min bir altcebiridir. pAp = pAp oldugundan pAp kapalidir. O halde
PAp, A min bir Banach altcebiridir.

p= p2 = pp = peap € pAp dir ve her pxp € pAp icin,

p(pxp) = ppxp = p*xp = pxp ve (pxp)p = pxpp = pxp” = pxp
esitlikleri saglandigindan pAp birimlidir ve birimi p dir.
a € A keyfi bir eleman olsun. L € C > |A| < m alalim. ||epap — p||=1Ilp—pl=0<1
oldugundan p € pAp tersinirdir. Ayrica

p—Apap = p—plap = peap — pAap = p(eap — Aap) = p(ea — Aa)p € pAp

dir. Bu durumda

lepap — (p—Apap)|| = lp— (p — Apap)|
= |lp—p+ Apap||
= || Apapl|

1
= |A].||pap| < 7—= llpap|| =1
| papl|
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oldugundan (p — A pap) elemanu tersinirdir.

T(p) =T ((p—Apap)(p—Apap)~'p

= (p—Apap)T ((p—Apap)~'p

)
)
= (p—Apap)T (Z A"(pap) p)
=pT (Z A" (pap)" ) — ApapT (Z l”(pap)”p>

n=0 n=0

=pT (p+ i l”(i)dl))”l)) — ApapT (i l”(pap)"p)

=pT(p)+pT (i ln(pap)”p> — ApapT (i l”(pap)"p>

p)+p i A"T ((pap)") — Apap i AT ((pap)”)

bulunur. Buradan,

H sartiu saglayan her A € Cigin

0=p Z AT ((pap)") — Apap Y, A"T ((pap)")

n=0
=0=p Z AT ((pap)") — i A" (pap) T ((pap)")
n=1 n—1=0
:}O:pilnT ((pap)" Zl pap) ((Pap)nil)

n=1 n=

= 0= Y 4" [pT ((pap)") ~ (pap) T ((pap)"™)]

n=1

elde edilir. Boylece

pT ((pap)") = (pap T((pap )" 1)
=pT ((pap)") = (p*ap) T ((pap)"~ 1)
=p~'pT ((pap)") = p~" (p*ap) T (pap)”*l)
)T ((

=T ((pap)") = (pap (p )" )

bulunur. Sonug olarak, T, pAp iizerinde bir n-Jordan ¢carpandir.

Teorem 4.6. n € {2,3} sabiti olsun. A birimli bir Banach cebiri ve X birimsel bir Banach sol

A-modiil olsun. Her T : A — X (n+ 1)-Jordan ¢arpan bir n-Jordan ¢arpandir.
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Ispat. n=2ve T, 3-Jordan carpan olsun. O halde her a € A icin, T (a3) =a-T (az) dir. Bu

esitlikte a yerine a+ es yazilirsa, X birimsel sol A-modiil oldugundan,

T ((a—l—eA)3> =(a+en) T ((a+eA)2)
=T (a3 ~|—3a2+3a+eA) =(a+ea)- [T (a2+2a+eA)}
=3T (az) +3T(a)=2a-T(a)+a-T(ea)+T (az) +2T (a)
=3T (az) +3T(a)=2a-T(a)+a-T(ea)+T (az) +2T (a)
=3T (a2+a) =a-T(ea)+2a-T(a)+T (az) +2T (a)
elde edilir. (8) esitliginde a yerine —a yazilirsa,
3T (az—a) =—a-T(ea)+2a-T(a)+T (az) —2T (a)
bulunur. (8) ve (9) esitliklerinden
6T (az) =4a-T (a)+2T (az)
=2T (az) =2a-T (a)

olup T (a*) = a-T (a) dir. Yani T bir Jordan ¢arpandir.

®)

(€))

Simdi n = 3 alalim ve her a € A icin T (a4) =a-T (a3) olsun. Bu egitlikte a yerine

a+ ey yazilip X in birimsel sol A-modiil oldugu kullanilirsa,

T <(a—|—eA)4> =(a+ey) T <(a—|—eA)3>

=T (a4—|—4a3—|—6a2—|—4a+eA) = (a+en)- [T (a3—|—3a2+3a+eA)}

=T (a4) +4T (a3) +6T (az) +4T (a)=a-T (a3) +3a-T (az)

+3a~T(a)—|—a-T(eA)+T(a3)—|—3T (az) +3T (a)

=3T (a3) +3T (az) +T(a)=3a-T (az) +3a-T(a)+a-T (ea)

bulunur. (10) da a yerine —a yazilirsa,

-3T (a3) +3T (az) —T(a)=-3a-T (az) +3a-T(a)—a-T(ey)

elde edilir. (10) ve (11) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,

T(az) =a-T(a)

(10)

(In

12)
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olur. (11) ve (12) den, her a € A icin,
3T (a3)+T(a):3a-T(a2)+a-T(eA) (13)
bulunur. (13) de a yerine a+ e4 yazilirsa,

=3T (¢’ +3a* +3a+es) +T (a+ea) =3(a+en) T (a*+2a+es)
+(a+ea)-T(ea)
=37 (a’) +9T (a*) +9T (a) + 3T (ea) + T (a) =3a-T (a*) +6a- T (a)

+3a-T (ea) +3T (az) +6T (a)+3T (ea)+a-T (ea)

olup
9T (a*) +9T (a) = 6a-T (a) +3T (a*) + 6T (a) +3a-T (ea) (14)

elde edilir. (14) esitliginde T (a*) = a-T (a) oldugu kullamlirsa, her a € A igin, 9T (a) =
6T (a)+3a-T (eq) olup

T(a)=a-T (ea) (15)
bulunur. (13) ve (15) den,

3T (a3)+a-T(eA) :3a~T(a2) +a-T (es)

=T (a3) =a-T (az)
olup T bir 3-Jordan carpandir.

Siradaki teoremin ispatinda Vandermonde matrisinden yararlanarak, bir ©nceki

teoremin her n > 2 tamsayisi i¢in gerceklendigi gosterilecektir:

Teorem 4.7. A birimli bir Banach cebiri ve X birimsel bir Banach solA-modiil olsun. O

zaman her T : A — X (n+ 1)-Jordan ¢arpan bir n-Jordan ¢arpandur.

ispat. 1 <k <nolacak sekilde bir k tamsayist alalim. Oncelikle her a € A icin

T ((atkea)™) = (a-+ken) T ((a+kea)") (16)

n!
L(n—it

olur. (16) esitligi ve hipotez kullanilarak su sonug elde edilir: ( ’: ) = A olmak iizere
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herac Avel <k <nicin,

T ((a—l—keA)"H)
n+1 ) n+1 ) )

-7 <Z ( n-l‘l > ai (keA)VH-l—l) _ Z ( n-i‘l > kn+1*lT (al) (17)
i=0 i=0

ve

(a+kep) T ((a+kes)")

~(atke)) T (io‘ ( nJirl )ai(keA)n_,->
~wsten (£ (4 )er)
3 (F)erer@ ey () 18)

olup (17) ve (18) birbirine esit oldugundan,
1
kn+1T +’1i ( n+1 )kn+l—iT (ai)
n
_Z( )kn i T(al)+kn+1T(eA)—f—Z( ’;l )k"-i—l—lT (al)

i=0

bulunur. Bu egitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa,

n
Z ( n‘l.‘l )kn+1—iT (ai)+T(a”+1)
i=1

51 (e
SE (M e @) e
:gk’““"( ”“Z.Ll )a-T(a"1)+a.T(a”)+§1 ( i )k”“"T (')

- n+1—i +1 n i i—
ii;kﬂ (nl ) Zk+1 (n—i—ri—i)a'T(a 1)
+Zk”+1_i<’z>T(ai) (19)
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bulunur. (19) daki esitlik yeniden yazilirsa,

k”( nJlrl )T(al)+k"_1 ( ngrl )T(a2)+...+k( ":1 )T(a”)

:k”( Z )a-T(eA)+k"—‘ ( o

+...+k( ’11 )a-T(a"_])—l—k"(
+e T "
n

olur ve buradan her 1 < k < n icin,
1

S

esitlikleri elde edilir.

1 1 1
on n—l 2
M= | 3" 371 3
nt ptl n

matrisini alalim ve 1 <i < nicin,
n+1 ; n i1
x@=("T )@@=, Jer@).
n .
Zi(a):< ; >T(a’)

diyelim. O halde MX;(a) = MY;(a) +MZ;(a) dir. (Bodaghi, A., Inceboz, H., Lemma 2.1) de
n X n tipindeki M kare matrisinin tersinir oldugu gosterilmistir. Boylece her 1 <i < n ve her
a € A icin X;(a) =Y;(a) + Z;(a) olur. Ozel olarak, i = n alimirsa, X, (a) =Y, (a) + Z, (a)

olur. Boylece her a € A i¢in,
( n—;l )T(a")z ( ’11 )a-T(a”_1)+ ( Z )T(a")
=m+1)T(d")=n(a-T (a”_])) +T7T(d")
=nT (d")+T (d")=n(a-T (a"_l)) +T(d")
=T (d") :a'T(a”*I)
olup T bir n-Jordan ¢arpan olur.
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Sonuc 4.8. A birimli bir Banach cebiri, X birimsel bir Banach sol A-modiil ve T : A — X bir
smirly lineer doniisiim olsun. O halde asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) Herac AiginT (a) =a-T (ea) dir.
(ii) T bir Jordan ¢carpandir.
(iii) T bir n-Jordan ¢arpandir.
(iv) T bir (n+ 1)-Jordan ¢arpandir.
Ispat. (i) = (ii): Hera € Aicin T (a) = a-T (ey) olsun. Burada a yerine a* yazilirsa,
T(az) =a’-T(ep)=a-(a-T(ex))=a-T(a)
olup T bir Jordan ¢arpandir.
(if) = (iii): Lemma 4.1 de T bir Jordan ¢arpan iken n > 2 icin bir n-Jordan ¢arpan
oldugu ispatlanmigtt.
(iii) = (iv): T bir n-Jordan ¢arpan iken (n+ 1)-Jordan ¢carpan oldugu agiktir.

(iv) = (i) T bir (n+1)-Jordan ¢arpan olsun. Bu durumda T bir n-Jordan ¢arpan
olacagindan, her a € A i¢in T (a") = a-T (a"~") dir. Ozel olarak, n = 1 aliirsa, T (a) =
a-T (eq) elde edilir.

Sonug 4.2 ve Teorem 4.1 den asagidaki sonug elde edilir:

Sonuc 4.9. A birimli bir Banach cebiri, X birimsel bir Banach sol A- modiil ve T : A — X
siirekli bir lineer doniisiim olsun. ab = e, sartint saglayan her a,b € A icin T (ab) = a-T (D)

ise T bir n-¢arpandir.

A bir Banach cebiri ve X bir Banach A-bimodiil olmak tizere T : A — X bir lineer
doniisiim olsun. Eger 7',
a,becA,ab=0=T(a)T(b)=0

kosulunu saghyor ise T doniisiimiine sifir carpimi koruyan lineer doniisiim adi verilir.

Tez caligmasinda, Banach cebirleri lizerinde tanimli n-Jordan carpanlar, sifir carpim
tizerindeki etkileri ile karakterize edilerek C*-cebirlerde ve degismeli yerel kompakt G

grubunun L!(G) grup cebirinde sagladiklar1 6zellikler incelenecektir.

Bu konunun, smirli bir yaklagik birimi olan zayif amenable Banach cebirleri,
idempotent elemanlar ile iiretilmig birimli Banach cebirleri ve W*-cebirleri gibi uzaylarda

calisilmasi planlanmaktadir.
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